
Цiлком впорядкованi множини

Нехай на множинi M задано лiнiйний строгий порядок ≺, тобто виконано наступнi двi власти-
востi:

1. x ≺ y ∧ y ≺ z ⇒ x ≺ z

2. Для довiльних x та y виконується одне i тiльки одне з наступних вiдношень x ≺ y, y ≺ x,
x = y.

Лiнiйний строгий порядок називається повним, якщо довiльна непорожня множина A ⊆ M
має найменший (згiдно порядку ≺) елемент, який ми позначатимо 0.

Доведiть, що лiнiйний строгий порядок ≺ є повним тодi й тiльки тодi, коли не iснує нескiн-
ченної спадної послiдовностi x1 � x2 � . . .

Принцип iндукцiї: для повного порядку ≺

∀x(∀y((y ≺ x)⇒ A(y))⇒ A(x))⇒ ∀xA(x).

Нехай на A задан повний порядок ≺A, а на B повний порядок ≺B. Тодi порядок

(a1, b1) ≺ (a2, b2)⇔ a1 ≺A a2 ∨ (a1 = a2 ∧ b1 ≺B b2)

є повним на A×B.
У деякому лiтньому таборi протiкають стелi внаслiдок наявностi дiрок у даху. Ремонтник

Василь кожен день залатує одну дiрку, але поки вiн це робить, може з’явитися декiлька iнших —
втiм, меншої площi.

Чи вiрно, що рано чи пiзно усi дiрки будуть залатанi, якщо площi дiрок є а) дiйсними; б)
цiлими числами?

Нехай на множинi M задано повний порядок ≺.
У M є найменший елемент.
Для кожного елемента x ∈M окрiм найбiльшого iснує єдиний наступний елемент, тобто таке

y ∈ M , що x ≺ y, але не iснує такого z ∈ M , що x ≺ z ≺ y. Таке y позначається як x + 1. За
iндукцiєю визначаємо для довiльного k ∈ N0 x+ (k + 1) = (x+ 1) + k.

Елемент M називається граничним, якщо вiн не є наступним для жодного елемента з M .
Довiльне x ∈M можна єдиним чином представити у виглядi z + k, k ∈ N0, де z — граничний

елемент.
Довiльна обмежена пiдмножина A ⊆M має точну верхню грань.
Нехай f : M →M — зростаюча функцiя (тобто x � y ⇒ f(x) � f(y). Тодi f(x) � x для всiх x.
ЯкщоM = A∪B, де A∩B = ∅, i кожен елемент A менше за кожен елемент B, то A називається

початковим вiдрiзком M .
Початковий вiдрiзок є цiлком впорядкованим.
Початковий вiдрiзок C початкового вiдрiзка A множини M є початковим вiдрiзком множини

M .
Об’єднання довiльного сiмейства початкових вiдрiзкiв однiєї й тiєї ж множини є також почат-

ковим вiдрiзком.
Для довiльних двох початкових вiдрiзкiв множини M один є початковим вiдрiзком iншого.
Початковi вiдрiзки M , упорядкованi за включенням, утворюють цiлком впорядковану мно-

жину.

Задачi для самостiйного розв’язування

1. Якщо x ∈M , то множини [0, x) = {y|y ≺ x} та [0, x] є початковими вiдрiзками.

2. Довiльний початковий вiдрiзок M , вiдмiнний вiд M , має вигляд [0, x) для деякого x ∈M .


