
Крихти теорiї чисел

1. Знайдiть всi простi p такi, що 2p + 1 ⋮p.

2. Якщо p i q — рiзнi простi числа. Довести, що apq − ap − aq + a ⋮pq.

3. (теорема Вiльсона) Довести, що конгруентнiсть (n − 1)! ≡ −1 (mod n) ви-
конується тодi i тiльки тодi, коли n просте.

4. Якщо p— непарне просте число, то для довiльного цiлого n np
≡ n (mod 2p).

5. Якщо p — непарне просте та mp
+np дiлиться на p, то воно також дiлиться

на p2.

6. Для непарного простого p число (p−1)p+1 дiлиться на p2, але не дiлиться
на p3.

7. Довести, що усi непарнi дiльники числа x2
+ 1 мають вигляд 4k + 1.

Означення. Показником цiлого числа a за модулем m (де a i m взаємно
простi) називається найменше натуральне d, таке що ad ≡ 1 (mod m).

8. Якщо d — показник a за модулем m та at ≡ 1 (mod m), то d∣t.

9. Довести, що показник будь-якого числа за модулем m дiлить ϕ(m).

10. Знайдiть усi натуральнi n, такi що 2n − 1 ⋮n.

11. Знайдiть усi непарнi n, такi що 3n + 1 ⋮n.

12. Знайдiть усi натуральнi n, такi що 2n − 3n ⋮n.

13. Знайдiть усi такi пари натуральних чисел n i p, що p просте, n < 3p та
(p − 1)n + 1 ⋮np−1.

Задачi для самостiйного розв’язання

1. Доведiть, що показник 2 за модулем 101 дорiвнює 100.

2. Довести, що якщо 3n + 4n ⋮n та n ⩾ 2, то n ⋮7.

3. Довести, що для будь-яких натуральних a i n число an! − 1 дiлиться на n.

4. Довести, що для будь-яких натуральних a i n число ϕ(an − 1) дiлиться на
n.


