
λ-числення
або як Роман Iгорович (РI) виграв заклад у Юрiя Валерiйовича (ЮВ)

За умовами закладу, ЮВ повинен кожен день виконувати один ритуал, що полягає у наступному.
Спочатку РI виписує на дошцi декiлька ланцюжкiв символiв, якi вiн називає λ-термами, або

просто термами. Вони виписуються за трьома простими правилами:

1. можна написати будь-яку змiнну, (наприклад, x);

2. можна взяти два терми M та N , що записанi на дошцi, i замiсть них записати терм (MN);

3. можна взяти терм M , що записаний на дошцi, i замiсть нього записати λx.M .

В кiнцi на дошцi залишається один терм. Далi ЮВ повинен його перетворювати за наступним
правилом. По-перше, ЮВ знаходить частину терма, яка має вигляд (λx.M)N , де M i N — деякi
терми, а x — деяка змiнна. Таких частин може бути декiлька, i ЮВ має право обрати будь-який з
них. Далi обрану частину треба замiнити на терм K, де K отримується зM шляхом замiни кожного
входження змiнної x на N .

Такi кроки (або редукцiї) ЮВ повинен повторювати доки це можливо.
Якщо процес завершився деяким термом, цей кiнцевий терм називається нормальною формою

початкового терму.
Зауваження. Якщо дужки опущенi, то терм виглядуMNK повинен iнтерпретуватися як (MN)K.
Вправа 1. Зведить до нормальної форми терм (λx.λy.x)(λx.x).
Вправа 2. Зведить до нормальної форми терм (λx.λy.λz.zyx)aa(λp.λq.q).
Вправа 3. Зведить до нормальної форми терм λy.(λx.λy.x)y.
Логiка. Одного ранку РI прокинувся i повстав перед складною дилемою: йти грати у волейбол

чи купатися у басейнi.
— Друже Юрiю, — сказав РI. — Я написав складну логiчну формулу, яка мiстить кон’юнкцiї,

диз’юнкцiї та заперечення, i її логiчне значення визначить, що я зараз буду робити. Чи не мiг би
ти обчислити цю формулу для мене?

— Нуу, — образився ЮВ. — Ми про це не домовлялися!
— Добре-добре, — сказав РI. Вiн вирiшив закодувати логiчне значення «iстина» термом λx.λy.x,

а логiчне значення «хиба» термом λx.λy.y. Далi вiн придумав, як за допомогою λ-термiв виразити
усi логiчнi операцiї. А ви зможете?

Арифметика. Якось РI грав у волейбол i запропонував ЮВ вести рахунок.
— Добре, — вiдповiв ЮВ. — Але за умови, що ти виразиш це у свому λ-численнi.
РI ця iдея сподобалася. Вiн придумав кодувати довiльне цiле невiд’ємне число n термом

n = λf.λx.f(f(. . . f(x) . . .)),

де f зустрiчається n разiв (зокрема, 0 кодується як λf.λx.x).
Далi, щоб вести рахунок, вiн також придумав λ-терм, який збiльшує дане число на 1. В принципi,

цього було достатньо для волейбола (не дуже це iнтелектуальна гра), але РI так захопився, що
знайшов спосiб додавати i множити довiльнi цiлi невiд’ємнi числа у такому представленнi. (Його
навiть хотiли вигнати з команди, бо вiн думав про λ-числення замiсть того, щоб слiдкувати за
м’ячем.) Спробуйте i ви записати цi операцiї.

Бешкетник. Одного разу до дошки пiдiйшов бешкетник i написав якийсь λ-терм, який на
перший погляд не мав сенсу. Пiзнiше ЮВ проходив повз дошки i побачив цей терм. Вiн подумав,
що це РI дав йому чергове завдання, i почав перетворювати цей терм. Втiм, скiльки крокiв вiн не
робив, нормальної форми не виходило. Це тривало б нескiнченно, якби ЮВ не заснув, виконуючи
нуднi операцiї.

Чи зможете ви придумати приклад λ-терму, який мав би такий ефект?
Порядок обчислення. Вранцi РI знайшов сплячого ЮВ бiля дошки i про все здогадався.
— Цiкаво, — сказав ЮВ, коли прокинувся. — Я i не здогадувався, що бувають терми, якi не

мають нормальної форми.
— Насправдi, терм, над яким ти працював, мав нормальну форму. Ти просто обрав погану

частину для спрощення. Якщо б ти спростив його по-iншому, то вiдразу отримав би нормальну
форму. Втiм, ти правий, що є терми, якi дiйсно не мають нормальної форми.

— Он воно як! Здається, я придумав правило, яке дозволить менi знаходити нормальну форму
завжди, коли вона є.



Наведiть приклад терму, який був записаний на дошцi, та вигадайте правило, яким вiдтодi
користується ЮВ.

Теорема Чорча-Росера.
— Романе, але ж ти нiколи не цiкавився порядком, у якому я спрощую терми. Як ти мiг довiряти

результату, що я отримав? Адже вiн мiг бути рiзним при рiзних порядках.
— Я теж через це хвилювався. Але потiм я дiзнався про теорему, що була отримана Чорчем

та Росером. Вона полягає у тому, що якщо терм M можна спростити до терму M1 та (роблячи
перетворення у iншому порядку) до терму M2, то цi терми завжди потiм можна звести до одного й
того ж терму N .

— Так, це змiнює справу! Тепер я бачу, що коли я отримав нормальну форму, вона єдина!
А ви бачите, чому це так?
Рекурсiя. З кожним днем завдання для ЮВ ставали все складнiшими, i здавалось, що РI може

закодувати будь-який алгоритм за допомогою λ-числення. Але ЮВ не мiг зрозумiти, як така проста
мова програмування може бути настiльки ж потужною, як звичайнi мови. Наприклад, у звичайних
мовах є цикли, а що є у λ-численнi?

Але спостерiгаючи за λ-«програмами», ЮВ помiтив, що один пiдтерм зустрiчається дуже часто.
Цей пiдтерм, який ми назвемо Y , має таку цiкаву властивiсть, що для довiльного λ-терму F

F (Y F ) → ΩF → F (ΩF ),

де ΩF — деякий терм.
Наведiть приклад такого терму Y та пояснiть, як вiн дозволяє записувати рекурсивнi функцiї

(якими можна замiнити цикли).
Чи є нормальна форма? Тепер ЮВ знав, що довiльний алгоритм можна записати у λ-

численнi, i вирiшив також що-небудь запрограмувати. Вiн захотiв написати такий λ-терм H, який
мiг би визначити для довiльного терма M , чи має вiн нормальну форму. Але зробити це нiяк не
виходило. Чому?

Комбiнатори. ЮВ подобалося перетворювати терми, що є аплiкацiєю (MN), але не подобалося
займатись змiнними (x) i абстракцiями (λx.M). Тодi РI запропонував залишити тiльки два терма,
K = λx.λy.x та S = λx.λy.λz.xz(yz), а все iнше виражати через аплiкацiї S i K. Доведiть, що дiйсно
довiльний λ-терм виражається таким чином.

Задачi для самостiйного розв’язування

1. Знайдiть такий терм F , що Fx→ xF .

2. Нехай

D = λa.λb.λc.λd.λe.λf.λg.λh.λi.λj.λk.λl.λm.λn.λo.λp.λq.λs.λt.λu.λv.λw.λx.λy.λz.λr.

r(thisisafixedpointcombinator);

E = DD . . .D︸ ︷︷ ︸
26 термiв

.

Доведiть, що E є комбiнатором нерухомої точки, тобто EF → F (EF ) для довiльного терма F .

3. Який найпростiший λ-терм Θ, що має властивiсть ∀F. ΘF → F (ΘF ), ви зможете побудувати?

4. Побудуйте терм e такий, що e a b = ab. Спробуйте знайти якомога простiший такий терм.

5. Запишiть Y у термiнах S i K.

6. Чи має нормальну форму терм Sn = SS . . . S︸ ︷︷ ︸
n термiв

?


