
Скiнченнi рiзницi та бiноми

Скiнченнi рiзницi
Розглянемо означення похiдної функцiї у точцi:

f ′(x) = lim
δ→0

f(x+ δ)− f(x)

δ
(1)

Розглянемо, що вийде, якщо δ не прямуватиме до 0, а буде якоюсь константою. Не обмежуючи загаль-
ностi мiркувань (чому?) можемо вважати, що ця константа дорiвнює 1. Такий аналог похiдної у точцi x
називається скiнченною рiзницею у точцi x i позначається символом ∆:

∆f(x) = f(x+ 1)− f(x) (2)

Також для довiльної функцiї f : R → R можна розглянути функцiю ∆f , яка кожному значенню x
ставить у вiдповiднiсть скiнченну рiзницю функцiї f у точцi x.

Доведiть, що скiнченнi рiзницi мають наступнi властивостi, якi є аналогом властивостей похiдної:

1. ∆(Cf(x)) = C∆f(x), де C — довiльна константа

2. ∆(f(x) + g(x)) = ∆f(x) + ∆g(x)

3. ∆(f(x) · g(x)) = f(x+ 1)∆g(x) + g(x)∆f(x) = g(x+ 1)∆f(x) + f(x)∆g(x)

Задача 1. Порахуйте скiнченну рiзницю одночлена ∆(xn).
Задача 2. Нехай Pn — многочлен n-го степiня (n > 1). Доведiть, що ∆Pn є многочленом степiня n−1.
Задача 3. Нехай k — фiксоване натуральне число. Доведiть, що 1k+2k+. . .+nk — многочлен (k+1)-го

степеня вiд n.

Рiзницi вищих порядкiв
Оскiльки ∆f також є функцiєю, вiд неї також можна взяти скiнченну рiзницю. Це буде рiзниця другого

порядку вiд функцiї f :
∆2(f(x)) = ∆(∆(f(x))). (3)

Аналогiчно можна побудувати рiзницю будь-якого натурального порядку n, використовуючи реку-
рентне спiввiдношення

∆n(f(x)) = ∆(∆n−1(f(x))). (4)

Задача 4. Знайдiть:

1. ∆2(f(x))

2. ∆3(f(x))

Чи помiтили ви закономiрнiсть?
Задача 5. Доведiть, що для довiльного многочлена P (x) знайдеться деяке достатньо велике n, таке

що
∆n(P (x)) ≡ 0. (5)

Яке найменше n для цього треба взяти?

Оператори
Зауважимо, що ∆ є вiдображенням, що перетворює функцiї на iншi функцiї. Такi вiдображення нази-

вають операторами. Звичайно, операторами також є ∆n, n ∈ N.
Означимо суму та добуток двух довiльних операторiв F та G наступним чином:

(F +G)(f(x)) = F (f(x)) +G(f(x)) (6)

(F ·G)(f(x)) = (F ◦G)(f(x)) = F (G(f(x))) (7)

Тодi ∆n є звичайним степiнем по вiдношенню до нашого добутку, тобто

∆n = ∆ ·∆ · . . . ·∆︸ ︷︷ ︸
n

(8)

Задача 6. Якi властивостi звичайних (чисельних) операцiй + та · поширюються на оператори, а якi
нi?



Бiном Ньютона
Помiтимо, що оператор ∆ може бути виражений через простiшi оператори. А саме, позначимо через

I тотожнiй оператор, тобто I(f(x)) = f(x), а через E оператор зсуву, тобто E(f(x)) = f(x + 1). Тодi
перевiрте, що E = I + ∆, тобто ∆ = E − I. Тодi ∆n = (E − I)n.

Задача 7. Доведiть, що (E − I)n можна розкласти за формулою бiнома Ньютона:

∆n = (E − I)n =

n∑
k=0

Ckn(−1)kEn−kIk =

n∑
k=0

Ckn(−1)kEn−k (9)

Отримайте звiдси вираз для ∆n(f(x)).
Задача 8. За яких умов на оператори F та G степiнь (F +G)n можна розкласти за формулою бiнома

Ньютона?

Iнтерполяцiйний многочлен Ньютона
Задача 9. Доведiть формулу

f(n) =

n∑
k=0

Ckn∆kf(0). (10)

Задача 10. Нехай P — многочлен n-го степеня. Доведiть, що для будь-якого x

P (x) =

n∑
k=0

Ckx∆kP (0), (11)

де Ckx = x(x− 1) · . . . · (x− k + 1)/k!.
Задача 11. Порахуйте суми 1k + 2k + . . .+ nk, де k = 1, 2, 3.
Задача 12. Знайдiть усi многочлени P (x), що у цiлих точках приймають тiльки цiлi значення.

Для самостiйного розв’язування
1. Порахуйте суму 14 + 24 + . . .+ n4.

2. Покажiть, що ∆n(a0 + . . .+ anx
n) = n! · an та пiдрахуйте суму

n∑
k=0

(−1)kCkn(a0 + . . .+ anx
n)

3. Обчислить суму ∑
k>0

(−1)kCknC
n
r−sk


